Probléme 1 (4pts)

Premiére partie :

On considére la fonction f définie sur I’intervalle [0,4oo[ par : f(x) = x — 2v/x + 2

1.

2.
3.

Montrer que : li? fx)
X—>+00

Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite au point 0
Montrer que la fonction f est décroissante sur 1’intervalle [0,1] et croissante sur
I’intervalle [1,+oo]

Deuxiéme partie :

On considere la suite (u,) définie par :

On consideére la suite numérique (un) définie par :up=2 et (vn € N) : un+1= f(u,,)

I.
2.
3.

Montrer par récurrence que :1 <u,< 2 pour tout Vn € N
Montrer que la suite (un) est décroissante.
En déduire que la suite (un) est convergente et calculer sa limite.

Troisiéme partie :

On considéere la fonction gg définie sur I’intervalle [0,+oo[ par :

g(x) = In(x — 2v/x + 2)

Soit (C) la courbe représentative de la fonction g dans un repere orthonormé.

I.

a) Calculer liin gx)
X—+00
b) Etudier la branche infinie de la courbe (C)

¢) Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite au point 0
Etudier les variations de la fonction g
Construction de la courbe (C)

Soit h la restriction de la fonction gg a ’intervalle [1,+oo]
a) Montrer que h admet une fonction réciproque, en précisant son domaine de définition
b) Déterminer h™!(x) pour tout x appartenant a J

Probléme 2 (6pts)

I) Etude de la fonction g

On considere la fonction g définie sur I’intervalle [0,+oo[ par : g(x) = In(1 + x) — x.

I.

2.

a) Calculer g'(x) pour tout x de [0,+oo[, puis montrer que la fonction g est strictement
décroissante sur[0,+oo].

b) En déduire que g(x) < 0 pour tout x de [0,+oo[

Montrer que : 0 <In(1 + x) < x pour tout x € ]0,+oo[




I1) Etude de la fonction f

On considére la fonction numérique f de la variable réelle x définie par :

£ =x+ln(ij1)

et (C) la courbe de la fonction f dans un repére orthonormé (O;i”,j”) avec une unité de 1 cm.

I.

2.

Montrer que I’ensemble de définition de la fonction est : D=]—c0,—1[U]1,+o0[

a) Montrer que la fonction f est impaire
b) Calculer : ligrn f(x) et ligln f(x)
X—+00 x—4t

a) Montrer que :

x%-3
2

vx €D, f'(x) = 5=

X

b) En déduire les variations de la fonction f sur ’intervalle ]1,+oo]

a) Vérifier que la droite (A) d’équation y = x est une asymptote oblique de la courbe (C)

x+1
x—1

b) Etudier le signe de : In 1) (On rappelle que : Vx € D, 1+-2).
x—1 x-1

c¢) En déduire la position relative de la courbe (C) et de la droite asymptote (A)

5. Construire la courbe (C) dans le repére (O; i, j”) (On prendra : 3 =~ 1.7 et f,@_) =13)

III) Etude d'une suite numérique

On considere la suite numérique (un)n>2 définie par :

u, = f(n) — n pour tout n € N*—{1}

1) a) Vérifier que : u, = In(1 + ﬁ) pour toutn € N*—{1}
b) Montrer que la suite (un) est décroissante
2) a) Montrer que : 0 <u, < ﬁ pour toutn € N*—{1}

(On pourra utiliser le résultat de la question 1.2)

b) Calculer : lim u,
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