el

»P4
s

academiastem.online

“Dominando las ciencias, transformando el futuro.”

Maodulo 1

FUNDAMENTOS DE ECUACIONES
DIFERENCIALES

Clasificacion, Comprobacion de Soluciones y Problemas de Valor
Inicial

JESUS ALFREDO MERCADO BLANCO M.Sc



CAPITULO |

Ecuaciones diferenciales: Es una igualdad que involucra una funcidn(es) desconocida(s) y sus
derivadas.

Ejemplo: Las siguientes son ecuaciones diferenciales que incluyen la funcién desconocida .

% =5x+2 (1.1)
Y+2y'=3y (12)
2 2
¢’ % + 2[%) =1 (1.3)
X X
82)/ 82y
a ! (14)

Las ecuaciones diferenciales se clasifican de acuerdo a: SU TIPO, ORDEN y LINEALIDAD.
1. SEGUN SU TIPO

Dependiendo del nimero de variables independientes respecto de las que se derivan, las ecuaciones
diferenciales se dividen en:

Ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO): si la funciéon desconocida depende de una variable
independiente.

Ejemplo:

2
dy dy d’y dy _
L =5x+2. = 420y =¢" —5——+06y=0
a7 dx YO dx 4

Wy

La funcion desconocida “y” depende unicamente de la variable x

Ecuaciones diferenciales parciales (EDP): si la funcion desconocida depende de dos o mas
variables independientes.

Ejemplo:
ou(x,y) _ —ovx,y) du(x,y) _0*v(x,y) 20u(x,y)
Ox o o oy° Oy

En este caso, la funcidn desconocida depende de dos variables x e y.



2. SEGUN EL ORDEN

El orden de una ecuacién diferencial bien sea ordinaria o parcial, es la derivada de mayor orden en la
ecuacion.

Ejemplo:
| Expresion de esta forma, indica
. P el GRADQ. Como la derivada
Ef'} N ‘ ﬂf} Ay =gt esta a la tres, entonces es de
c:af*c: - L e ) < TERCER GRADO.
La derivada esta a la dos, entonces
la ecuacion es de SEGUNDO ORDEN
3 d
2 ay
3+ x) x — 6y = sen(X) . Ecuacion diferencial de tercer orden.
d’y (dv)
e’ +2 =1 : Ecuacion diferencial de segundo orden.
dx* dx

Una ecuacion diferencial ordinaria de orden “n” suele representarse por la expresion:
F, v, 9,9 e y™)=0
3. SEGUN LA LINEALIDAD

Se dice que una ecuacién  diferencial es lineal si tiene la  forma:
n—1 n-2

d d
a (x) +a(n 0 (x) y -+ a0 (x) = y o alxd—i+a0(x)y = g(x)

Es deC|r, que la derivada de Ia ecuacion ya sea ordinaria o parcial debe tener exponente uno, asi:

[@)‘ ou(x, y)
dx ° ox

En las ecuaciones diferenciales lineales se debe tener en cuenta los siguientes aspectos:

» La variable diferenciante y todas sus derivadas son de primer grado es decir; la potencia de
todo término donde aparezca “y” debe ser uno.
» Cada coeficiente de “y’ y todas sus derivadas sélo dependen de “x

o,



Ejemplo 1:
Determina la linealidad de la siguiente ecuacién diferencial.

B +x)y —5x°y—6y = sen(x)
De acuerdo a la forma de linealidad tenemos:

(34 1)y =5x" 1 —6y = sen(x)

oo

a,(x)y +a, (x)y+a,(x)y = g(x)

by 9

Cada coeficiente de “y” y sus derivadas dependen de “x’, luego la ecuacion es lineal.
Ejemplo 2:

Determina la linealidad de la siguiente ecuacion diferencial.

W2y =1+x"
Tenemos:
a,(x) =y
a,(x)=2
g(x)=1+x’

Por lo tanto no es lineal, debido a que la derivada de y depende “y” y no de “X”
Ejemplo 3:

Determina la linealidad de la siguiente ecuacion diferencial.

3 4
xzdy—Z[@j +y=0

dx’

No es lineal porque el grado de la derivada dy/dx es cuatro (4).

SOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL

Decimos que una funcién y= f(x) es una solucion de la ecuacién diferencial si ésta satisface

cuando “y”y sus derivadas se reemplazan por f(x) y sus correspondientes derivadas. La funcién
y=f(x) se llama soluci6n o integral de la ecuacién diferencial.




Ejemplo 1:

. . -3 cy . . . rr r__
Verificarsi ¥ = e es solucion de la ecuacion diferencial +2y = 3y
Solucién:

De acuerdo a las derivadas que tenga la ecuacion diferencial, se aplica a la funcién dada asi:
y'= 33

yr T 98—3x

Ahora, reemplazo estas derivadas en la ecuacion diferencial. Si resulta una identidad es solucién.
y, , _|_2y,: 3y

9e ™ +2(-3e7) =3(e™)

9e > —6e" =37

36—3x_ 36—3)6

Ejemplo 2:

Como el resultado es una identidad, entonces es solucion.

— 3 o dy 4y
Verificar si JV = 4 X es solucion de la ecuacion diferencial d_ =—
X X

Solucion:

Como la ecuacion diferencial es de primer orden, entonces se halla la derivada de la funcién dada.

dy
— =4 ahora reemplazamos en la ecuacion
dx
dy _4y
dx x
4 4(4x)
X

4 =16 . Como el resultado no es una identidad, entonces la funcién no es solucién de la
ecuacion.



TALLER1

En cada una de las ecuaciones diferenciales, determina el Tipo (Ordinaria o parcial), el orden
(primer, segundo o tercer orden. Etc.) y la linealidad
2

d’y
—~ +9y =cos
Jz TV )

x°dy+(y—xy—xe)dx=0

5 2
Q: 1+£Q]

dx dx*
d’y -k
dr? r?

sen(x)y” —cos(x)y'=2x(x—y)
(- y>)dx+xdy =0

(1+ y*)y+4xy = cos(x)
d2
x{ +x.cos(y) = x°
4
x dxi/ +5x°y* = cos(x)

En cada uno de los siguientes ejercicios compruebe que la funcién indicada es una solucion
de la ecuacion diferencial.

2y+y=0sy= e_%

, 3x 3x?
X)=— =
g'(x) 4g(x) si g(x) 5
y'=25+y" s ¥y =5tan(5x)
2
£ =220 f =2 —2x
dy 2_5x

2y 2x=5) g y=—e€"
T y.2x=5) sy
dy x5
— =5y y=3e
dx ysi)



SOLUCION EXPLICITA E IMPLICITA DE UNA ECUACION DIFERENCIAL

Decimos que una funcién y= f(x) es una solucion EXPLICITA de la ecuacion diferencial si la
variable dependiente se expresa tan sélo en términos de la variable independiente y constantes

. .y 2 -1 .y . 'y
Ejemplo: Demuestre que la funcion ) = X~ — X es una solucidn explicita de la ecuacién

diferencial V

oA Y
22 =0
x2

Solucién

Observamos que una solucién de la ecuacion esta dada de manera explicita, porque la variable

dependiente “y” esta despejada y en términos de la variable independiente “x”. Luego sacamos la
segunda derivada a la funcion, reemplazamos y resolvemos.

y = eR—
Y=2x+x"
y'=2-2x"
2 -l
3 (x"—=x)
Sustituimos: (2—2x7)—2 T = Oy resolvemos
2 -1
3 X X
(2—2x )—2(—2——2) ZO
x° X

2-2x7)=2(1-x7)=0
2-2x7 =242x7 =0
0=0

Decimos que una relacion G(x, y) es una solucion IMPLICITA de la ecuacion diferencial si la
variable dependiente no se expresa en términos de la variable independiente ni esta claramente
despejada.

. ‘s 2 3 Lo = Ly
Ejemplo: Demuestre que la funcién 3° — X~ + 8 = 0 es una solucién implicita de la ecuacion

dy 3x°
diferencial ——

i '
dx 2y



Solucion

Observamos que una solucién de la ecuacion estad dada de manera implicita, porque la variable

dependiente “y” no esta despejada. Luego derivamos implicitamente a la funcion, reemplazamos
y resolvemos.

Y -x’+8=0

d)’ 2
2y.— =3x
Y dx

=0 ; Ahora manipulamos algebraicamente esta derivada implicita, lo cual

resulta.

dy 2
2y.—— =3x
Y dx
dy 3¢

dx 2y

dy 3x°

dx 2y

Con este resultado hemos comprobado que la funcién implicita es una solucién de la ecuacion,
puesto que arroja el mismo resultado.

Ejercicios

Verificar la solucién explicita o implicita en las siguientes ecuaciones diferenciales.

1. YV HY) =0si y:]n‘x-l_cl‘-l_CZ
2. (2xy —sec’ X)dx+ (x> +2y)dy=0si x’y—tan(x)+ y> =0
3. 3x*y’ +2)dy+ (2xy° =3)dx=0si x°’y° =3x+2y=c

4, (P +y)dx+ (x> —xp)dy=0sic(x+y) = x.e%

PROBLEMA DE VALOR INICIAL DE PRIMER ORDEN

Consiste en hallar una funcién que cumpla en la ecuacién diferencial unas condiciones dadas.
Ejemplo 1:

dy

Encontrar al menos dos soluciones del problema del valor inicial. a - 3)/

7 si ¥(0)=0



Solucion
Para determinar el valor inicial debemos aplicar dos pasos:

v" Separar cada diferencial con su respectiva variable, es decir, el “dx” debe estar acompafiada con
expresiones que contengan la variable “x”, de igual forma para el diferencial “dy”.

d 2 2 d
—y=3yé <:>dy=3y4dx<:>—32/ =dx
dx 3 VA
v" Aplicamos a ambos de la igual el antidiferencial, es decir, la integral indefinida.
d
J o= la
% , resolvemos
3y

%jy%dfjdx:%}:y% =x+c=y=(x+c)

La condicion es y(O) =0 , sustituyendo en la funcibn obtenida tenemos:
0=0+c)=c=0

Luego, la funcién inicial es y = X’

Ejemplo 2:

Encontrar al menos dos soluciones del problema del valor inicial. y'= Y Si y(O) =3

Solucién

d d
yey=> 2oy
dx

- fa

ln‘y ‘ = X+ C  aplicando “ € " a ambos lados de la igualdad procedemos:

= dx, donde si integramos, nos queda:

ln‘y‘ _

xX+c C X
e € = y=e.€  reemplazandoa k = e  obtendremos ¥ = k.e”

0
La condicion es y(O) =3 , sustituyendo en la funcién obtenida tenemos: 3=ke =k=3



Luego, la funcion inicial es ¥ = 3.e*
TALLER 2

1. Verificar la solucion explicita o implicita en las siguientes ecuaciones diferenciales

dy _ (x. cos(x) + sen(x) — l)y

.3 3 .
) 3(x — x.sen(x)) si xy” —xysen(x) =1
dy 6 6
—+20y=24 , y=———¢
b) i Y si V 5 5
o) 2xydx+(x*—))dy=0s —2x"y+y’> =1
d :
d) d_£_2y263 siy=e" +10e™

3x

o) V H5y46y=0siy=ce™ +c,e
§ 2ydy+dx=0s 1y’ +x-3=0

2. Encontrar al menos dos soluciones del problema del valor inicial en cada ecuacién diferencial.
a) 4+e>y=0s y(0)=2

b) y+y'—y=0sy3)=4



SOLUCION DEL TALLER 1

1.
a) Ordinaria; segundo orden; no  b) Ordinaria; primer orden; ¢) Ordinaria; segundo orden; no
lineal lineal lineal
d) Ordinaria; segundo orden; no e) Ordinaria; tercer orden; lineal  f) Ordinaria; primer orden;
lineal lineal
g) Ordinaria; primer orden; no  h) Ordinaria; segundo orden; no i) Ordinaria; cuarto orden; no
lineal lineal lineal
2.
a) Si b) Si
c) Si d) No
e) Si f) No
SOLUCION DEL TALLER 2
1.
a) Sl es solucion.
b) S es solucién.
c) Sies solucién.
d) NO es solucién (La derivada es In(x) + 1, que no es igual a% = In(x)).
e) Sl es solucién (Derivacion implicita).
f) Sies solucion.
2. Problemas de Valor Inicial (PVI):
— 4y —Lp-5x 11
a) y=4x ce * + .
— _A5x 14
b) y e * 4+ -



