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Thème 6 : Espaces vectoriels 
 

1. Généralités 
 

Considérons une base (𝑖, 𝑗, 𝑘⃗⃗) de l’espace, donc avec les vecteurs 𝑖, 𝑗 et 𝑘⃗⃗ non coplanaires. Nous noterons 𝐸3 

l’ensemble des vecteurs de l’espace, 𝐹(ℝ, ℝ) l’ensemble des fonctions réelles définies sur ℝ, et 𝑃2(ℝ) l’ensemble des 
fonctions polynômes à coefficients réels de degré au plus 2. On a donc 𝑃2(ℝ)  ⊂ 𝐹(ℝ, ℝ). 

Exemples : •  0⃗⃗ ∈ 𝐸3  ;  𝑢⃗⃗ (
1
0

−3
) ∈ 𝐸3    𝑒𝑥𝑝 appartient à 𝐹(ℝ, ℝ) mais pas à 𝑃2(ℝ) 

• 𝑒𝑥𝑝 ∈ 𝐹(ℝ, ℝ)\𝑃2(ℝ) ; la fonction 𝑓 définie sur ℝ par 𝑓(𝑥) =
2

3
𝑥2 − 3𝑥 + 1 appartient à 𝑃2(ℝ) donc à 𝐹(ℝ, ℝ), il 

en est de même des fonctions 𝑥 ↦ 0, 𝑥 ↦ 3𝑥 − 1, tandis que 𝑥 ↦ 𝑥3 − 5𝑥 appartient à 𝐹(ℝ, ℝ)\𝑃2(ℝ) 
 

Remarque : Munis des opérations usuelles, les ensembles 𝐸3 et 𝐹(ℝ, ℝ) ont des propriétés communes qui font d’eux 
ce qu’on appelle des ℝ-espaces vectoriels. La définition précise d’espace vectoriel sera définie en classe prépa et L1.  
 

 

Propriété et définition : Tout ℝ-espace vectoriel 𝐸 contient un unique élément noté 0𝐸 appelé élément neutre de 
𝐸, vérifiant :   ∀𝑥 ∈ 𝐸,   𝑥 + 0𝐸 = 𝑥  
 

Exemples : • 0𝐸3
= 0⃗⃗ car pour tout 𝑢⃗⃗ ∈ 𝐸3 ,  𝑢⃗⃗ + 0⃗⃗ = 𝑢⃗⃗.  

• 0𝐹(ℝ,ℝ) est la fonction nulle 𝑥 ↦ 0 car pour tout 𝑓 ∈ 𝐹(ℝ, ℝ) et tout 𝑥 ∈ ℝ, on a 𝑓(𝑥) + 0 = 𝑓(𝑥).  
 

Propriété : Un ensemble 𝐸 inclus dans un ℝ-espace vectoriel est lui-même un  
ℝ-espace vectoriel si et seulement s’il est non vide et stable par combinaisons  
linéaires, c’est-à-dire :            ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸, ∀𝛼, 𝛽 ∈ ℝ,  𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∈ 𝐸                                              donc on doit avoir 𝛼𝑥 ∈ 𝐸              

        
 

 

Exemples : • Montrons que 𝑃2(ℝ) est un ℝ-espace vectoriel :  

𝑃2(ℝ) ⊂ 𝐹(ℝ, ℝ) et 𝑃2(ℝ) ≠ ∅ (car 𝑥 ↦ 1 appartient à 𝑃2(ℝ)). Soient 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑃2(ℝ) et 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ. 

∃𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑏0, 𝑏1, 𝑏2 ∈ ℝ, ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑎2𝑥2 + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 et 𝑔(𝑥) = 𝑏2𝑥2 + 𝑏1𝑥 + 𝑏0 

∀𝑥 ∈ ℝ ∶ (𝛼𝑓 + 𝛽𝑔)(𝑥) = 𝛼𝑓(𝑥) + 𝛽𝑔(𝑥) = 𝛼(𝑎2𝑥2 + 𝑎1𝑥 + 𝑎0) + 𝛽(𝑏2𝑥2 + 𝑏1𝑥 + 𝑏0)   
                          = (𝛼𝑎2 + 𝛽𝑏2)𝑥2 + (𝛼𝑎1 + 𝛽𝑏1)𝑥 + 𝛼𝑎0 + 𝛽𝑏0 
Donc 𝑎𝑓 + 𝛽𝑔 ∈ 𝑃2(ℝ). 

• 𝐹 = {𝑓 ∈ 𝐹(ℝ, ℝ)  /  𝑓 𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒} n’est pas un ℝ-espace vectoriel car 𝑒𝑥𝑝 ∈ 𝐹 mais −𝑒𝑥𝑝 ∉ 𝐹. 
 

Exercice 1 : Soient 𝐹 = {𝑓 ∈ 𝐹(ℝ, ℝ) / 𝑓(1) = 0}, 𝐺 = {𝑢⃗⃗ (
𝑥
𝑦
𝑧

) / 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0} et 𝐻 = {𝑢⃗⃗ (
𝑥
𝑦
𝑧

) / 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1}. 

Montrer que 𝐹 et 𝐺 sont des ℝ-espaces vectoriels mais que 𝐻 n’en est pas un. 
 

Définition : Soit 𝐸 un ℝ-espace vectoriel. On dit qu’une partie {𝑥1; 𝑥2 ; … ; 𝑥𝑛} de 𝐸 : 

• est libre si pour tous 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 ∈ ℝ, on a :    𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + … +  𝑎𝑛𝑥𝑛 = 0𝐸  ⟹ 𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛 = 0 

• est génératrice de 𝐸 si :     ∀𝑥 ∈ 𝐸,  ∃ 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 ∈ ℝ,  𝑥 = 𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + … +  𝑎𝑛𝑥𝑛 
 

Exemple : {𝑖, 𝑗, 𝑘⃗⃗} est une partie libre et génératrice de 𝐸3 car si 𝑎𝑖 + 𝑏𝑗 + 𝑐𝑘⃗⃗ = 0⃗⃗ alors 0⃗⃗ (
𝑎
𝑏
𝑐

) , d’où 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 0, 

et si 𝑢⃗⃗ ∈ 𝐸3, il existe 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ, tels que  𝑢⃗⃗ (
𝑎
𝑏
𝑐

), c’est-à-dire 𝑢⃗⃗ = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑗 + 𝑐𝑘⃗⃗. 

Exercice 2 : Soit 𝑛 ∈ ℕ. Montrer que : 

a) 𝐹 = {𝑓𝑘: 𝑥 ↦ ∑ (𝑖 + 1)𝑥𝑖𝑘
𝑖=0  /  𝑘 ∈ ⟦0; 2⟧} est une partie libre et génératrice de 𝑃2(ℝ). 

b) 𝐺 = {𝑠𝑖𝑛 ; 𝑐𝑜𝑠} et 𝐻 = {𝑓𝑘: 𝑥 ↦ 𝑒𝑘𝑥 /  𝑘 ∈ ⟦0; 𝑛⟧} sont des parties libres non génératrices de 𝐹(ℝ, ℝ). 


